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АНАЛИЗ СИЛ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ТВЕРДУЮ ЧАСТИЦУ 
В СПЛОШНОМ ПОТОКЕ 
Процессы разделения многофазных систем выступают составной частью многих технологи-
ческих процессов в химической, пищевой, нефтехимической, микробиологической, энергетиче-
ской и других отраслях промышленности. Характер движения частиц в сплошной среде являет-
ся определяющим при сепарации, разделении фаз, тепломассопереносе и других процессах. 
Важным моментом для исследования движения частицы в потоке и особенно вблизи ограничи-
вающей поверхности считается учет всех действующих на твердую частицу сил. Сравнительная 
оценка сил необходима и для исследования процесса осаждения частиц на фильтровальную по-
верхность. Анализ сил позволяет рассчитывать траекторию жидких и твердых частиц в газовых 
потоках, движение одиночных частиц в суспензии.  
В данной работе исследована гидродинамика закрученного газового потока в цилиндриче-
ском элементе, рассмотрены действующие на твердую сферическую частицу силы, как в основ-
ном потоке, так и при контакте с цилиндрической поверхностью. Составлена математическая 
модель и выполнен расчет движения твердых частиц. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для исследования процессов разделения двухфазных потоков в вихревых аппаратах. 
Ключевые слова: вихревые аппараты, сепарация, разделение фаз, закрученный поток, 
твердая частица, действующие силы, математическая модель, расчет движения. 
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ANALYSIS OF THE FORCES ACTING ON THE SOLID PARTICLES  
IN A CONTINUOUS STREAM 
Separation processes of multiphase systems are an integral part of many processes in chemical, 
food, petrochemical, microbiological, energy and other industries. The nature of the motion of particles 
in a continuous medium is determining during the separation, phase separation, heat and mass transfer 
and other processes. The important point for the study of motion of a particle in the flow and especially 
near the boundary surface is the consideration of all the forces acting on solid particle. The comparative 
evaluation of the forces is needed for the study of the process of deposition of particles on the filter sur-
face. The analysis allows to calculate the trajectory of the forces of liquid and solid particles in gas 
streams, the movement of individual particles in the suspension.  
In this paper, the hydrodynamics of the gas flow in the cylindrical element has been investigated, for-
ces acting on the solid spherical particle both in the main flow and in contact with the cylindrical surface 
have been considered. The mathematical model and calculation of the motion of the solid particles have 
been done. The results can be used for studies of processes in two-phase flow separation in vortex devices. 
Key words: vortex devices, separation, phase separation, the swirling flow, particulate matter, the 
acting forces, mathematical model, calculation of motion. 
Введение. Процессы разделения многофаз-
ных систем – составная часть многих техноло-
гических процессов в химической, пищевой, неф-
техимической, микробиологической, энергети-
ческой и других отраслях промышленности [1]. 
Это отделение кристаллов солей от раствора, 
гранул полимеров от жидкой фазы, обезвожи-
вание мелких фракций твердых материалов, 
улавливание жидких фракций в газожидкост-
ных потоках, классификация материалов и т. д. 
Характер движения частиц в сплошной среде 
является определяющим при сепарации, разделе-
нии фаз, массообмене и других процессах [2, 3]. 
При исследовании данных процессов необхо-
дим учет всех действующих на твердую ча-
стицу сил.  
Основная часть. Принимаем, что частицы 
имеют сферическую форму. Гидродинамика 
установившегося движения закрученного газо-
вого потока внутри цилиндра радиуса R  опи-
сывается уравнениями Навье – Стокса нераз-
рывности в цилиндрической системе координат 
, ,r zϕ  [3]. Для осесимметричных потоков при-
нимают 0.W∂ ≅∂ϕ  При движении закрученных 
потоков внутри цилиндра радиальная состав-
ляющая скорости rW  незначительна и, как 
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правило, в расчетах не учитывается. Для га-
зовых потоков также не принимается во внима-






 Это означает, что 
профиль осевой составляющей скорости не из-
меняется по длине цилиндра. Принятые условия 
соответствуют коротким трубам и подтвержда-
ются экспериментальными исследованиями [3].  
С учетом граничных условий и непрерыв-
ности профиля получена касательная составля-
ющая скорости газового потока в зависимости 
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где maxr  – значение, соответствующее макси-муму .Wϕ  Касательная составляющая Wϕ  средней скорости W  газового потока зависит от ее 
среднерасходной составляющей zW  в элементе и угла закрутки потока статическим закручива-
телем [4]. Можно принять, что tg( ).zW W kϕ = β  Здесь k  – коэффициент, учитывающий откло-
нение угла закрутки потока от угла наклона 
лопастей завихрителя. Анализ эксперименталь-
ных данных для центробежных элементов с ло-
пастным завихрителем, имеющим угол наклона 
лопастей к горизонту в пределах 30–45°, дает 
значения 0,83.k =  
Напишем в цилиндрической системе коор-
динат уравнения движения частицы (1) под 








































− = −       + = −   
= + + − ∂ω
= + ∂ ∂ω = + ∂
 (2) 
Осевая составляющая закрученного газово-
го потока задана зависимостью [5]:  
 21
2z z
W W r = +   . (3) 
Схема действующих сил представлена на 
рис. 1. Рассматриваем случай контакта частицы 
с проницаемой поверхностью. В основном по-
токе отсутствует лишь сила трения. 
 
 
Рис. 1. Схема действующих на частицу сил 
 
Опишем силы, входящие в уравнение дви-
жения [1, 5–8]. 
1. Сила воздействия внешних силовых по-
лей – сила тяжести 
 .g a a aF m g V g= = ρ
   (4) 
2. Силы, обусловленные неравномерным рас-
пределением давления по поверхности частицы 
при еe движении в сплошном потоке: 
а)  сила Архимеда 
 A 0 ;aF V g= ρ
   (5) 
б) сила, вызванная изменением давления при 











При малых плотностях среды по сравнению 
с плотностью частицы силой Архимеда можно 
пренебречь. Для малого изменения относитель-
ной скорости потока УСК 0;F =

 
в) гидродинамическая сила Жуковского воз-
никает в результате неравномерного обтекания 
частицы набегающим потоком или при вращении 
частицы в однородном поле – эффект Магнуса. 
Исследователи разделяют силы Жуковского 
и Магнуса, различают воздействие и направле-
ние силы Магнуса в зависимости от того, за-
кручивается частица внешними силами или не-
сущим потоком. 
Выполним анализ воздействия данной силы 
на частицу в сплошном потоке. Выберем декар-
тову систему координат с началом в центре ча-
стицы и связанную с движущейся частицей: x – 
по касательной к поверхности траектории дви-
жения, y – по нормали. Поле скоростей потока 
на поверхности частицы, обусловленное ее 
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{ }; ; 0 .y xΦ = −ω ω  
Разобьем частицу на элементарные ци-
линдры плоскостями, параллельными плоско- 
сти движения на расстоянии dz  друг от друга. 
По формуле Жуковского найдем подъемную 
силу, действующую на элементарный цилиндр 
с учетом направления: 
( )П Г .dF Г W V dldz= −ρ × −     
По формуле Стокса от интеграла по конту-
ру перейдем к интегралу по поверхности: 
( )П 0 rot( ) .
is
dF W W V ds dz= −ρ − Φ × −     
Проинтегрировав элементарные силы по 
всему объему частицы, получим: 




F dF W W V dV= = −ρ − Φ × −      
Для вращающейся частицы rot 2 ,Φ = ω  по-
этому 




F W W V dV= −ρ − ω × −     (7) 
Полученная формула обобщает все извест-
ные зависимости для поперечной силы, верна   
для произвольных потоков и частиц произволь-
ной формы, однозначно определяет направление 
силы, показывает, что подъемная сила обуслов-
лена только циркуляцией потока по контуру и не 
зависит от причин возникновения последней. 
Если считать градиент поля скоростей по-
тока по сечению частицы постоянным, то из 
последней формулы получим в цилиндриче-
ской системе координат составляющую подъ-
емной силы, направленную по нормали к ци-
линдрической поверхности: 
( ) ( )П 1 2N a z rrWF m W V er r
ϕ
ϕ ϕ
 ∂ = − ω − + ∂ 
   
 ( ) 2 .za z z rWm W V er ϕ
 ∂
+ + ω − ∂ 
  (8) 
Значение градиента вычисляется в точке 
расположения центра частицы. Как показывает 
полученная зависимость, подъемная сила мо-
жет принимать большие значения вблизи по-
верхности, где значительно возрастает градиент 
скорости. 
3. Сила гидродинамического воздействия F =  
r r z zF e F e F eϕ ϕ= + +
    потока, движущегося с неко-
торой скоростью относительно частицы, будет: 
 ( ) 2Г1 .2F W V W V a= ζ ⋅ ρ − − π
    
 (9) 
Коэффициент сопротивления ζ  зависит от 







Для нахождения коэффициента сопротив-
ления более удобной является зависимость [6]:  
 




+ζ =  (10) 
4. Силы, возникающие в результате взаимо-
действия поверхностности частицы с жидко-
стью или с ограничивающей поверхностью: 
а)  силы сопротивления вращению, вызван-
ные касательными напряжениями вязкой жид-
кости на поверхности частицы 
 38 .M aω = − πμ ω
   (11) 
Результирующий вращающий момент равен 
геометрической сумме составляющих моментов, 
обсуловленных интенсивностью вихря поля ско-





3 rot 2 ;a
M a W
V W
= πμ − ω =
= π − ω
  
   (12) 
б) силы трения при контакте движущейся 
частицы с ограничивающей поверхностью 
 ТР ТР n





       . (13) 
Направление этой силы зависит от направ-
ления скорости точки контакта. Точка контакта 
движется со скоростью, равной сумме поступа-
тельной и вращательной скоростей. 
Сила трения создает вращательный момент. 
Если вектор a  направить от центра частицы в 
точку касания, то  
 ТР ТР .M F a= − ×
    (14) 
Нормальная составляющая учитывает все 
силы, действующие по нормали к поверхности: 
 ( )Ц П .n NN g rF F F F F= − + + +      (15) 
Центробежная сила без учета ускорения 








= . (16) 
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Полученный анализ сил позволяет рассчи-
тывать траекторию жидких и твердых частиц 
в газовых потоках, движение одиночных частиц 
в суспензии.  
Выполним расчет движения сферических 
частиц в вертикальном цилиндрическом эле-
менте при следующих исходных данных: 
– средняя расходная скорость газа zW =  20 м/с; 
– угол закрутки потока 35 ;β = °  
– диаметр проницаемого элемента D = 1,5 м, 
длина 1L =  м; 
– частицы полиэтилена и полистирола плот-
ностью 950 1150aρ = −  кг/м3. Система дифференциальных уравнений дви-
жения сферической частицы (1) решалась чис-
ленными методами с учетом рассмотренных 
сил. Результаты расчета движения частицы, 
составляющие ее линейной скорости и угловой 




Рис. 2. Скорость частицы по длине элемента 
(ρa = 950 кг/м3): 
а – осевые составляющие; б – касательные  
составляющие: 
1 – а = 1 мм; 2 – a = 2 мм; 3 – a = 3 мм 
Как показывают выполненные расчеты, пре-
обладающими являются центробежная и подъ-
емная силы, направленные к стенке. Поэтому 
одиночная частица движется по винтовой траек-
тории в контакте с поверхностью. Возникающая 
сила трения создает вращательное движение, 
которое, в свою очередь, обусловливает возник-
новение одной из составляющих подъемной си-
лы – силы Магнуса. Если скорость частицы 
меньше скорости обтекаемого ее газа, то сила 
Магнуса направлена к стенке.  
Заключение. Составлена математическая мо-
дель и выполнен расчет движения твердых ча-
стиц под воздействием закрученного газового 
потока в цилиндрическом элементе. Исследо-
вана гидродинамика газового потока и рассмот-
рены действующие на твердую частицу силы, 
как в основном потоке, так и при контакте с ци-
линдрической поверхностью.  
Полученные результаты могут быть исполь-
зованы для исследования процессов разделения 
двухфазных потоков в вихревых аппаратах. 
Обозначения. a – диаметр частицы, м; 
Г  – циркуляция скорости, м/с; D  – диаметр 
цилиндра, м; e  – единичный вектор; FУСК – си-ла, обусловленная ускорением несущего по-тока, 
Н; FA – сила Архимеда, Н; Fg – сила тя-жести, Н; FП – подъемная сила, Н; FС – сила Стокса, Н; FN – нормальная составляющая дей-ствующих сил, Н; FТР – сила трения, Н; FЦ – центробежная сила, Н; Fϕ, Fr, Fz – составляю- щие силы гидродинамического воздействия, Н; 
g – ускорение свободного падения, м/с2; kТР – коэффициент трения; L – длина цилиндрическо-
го элемента, м; m – масса частицы, кг; Mτ – вращающий момент на поверхности частицы, 
Н/м; R – радиус, м; /r r R= – безразмерная 
радиальная координата; Re – число Рейнольдса; 
t – время, с; Vϕ, Vz, Vr – тангенциальная, осевая и радиальная составляющие скорости движу-
щейся частицы соответственно, м/с; Va – объем частицы, м3; Wϕ, Wz, Wr – тангенциальная, осе-вая и радиальная составляющие скорости газо-
вого или жидкостного потока соответственно, 
м/с; zW  – средняя скорость газа, жидкости, м/с; 
x, y, z – прямоугольная система координат; 
β – угол, коэффициент; π = 3,14159…, отноше-
ние длины окружности к диаметру; ζ – коэф-
фициент сопротивления; μ – коэффициент ди-
намической вязкости, Н ⋅ с/м2; ν – коэф- 
фициент кинематической вязкости, м2/с; ρ – 
плотность потока, кг/м3; ρa – плотность ча-стицы, кг/м3; τ – касательные напряжения, 
Н/м2; ϕ, r, z – цилиндрическая система коор-
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